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Chapitre 4

Algorithmes de tracage

4.1 Tracé d’une droite

Dans cette section nous étudions le tragage d’un segment d’équation y = mx + b pour x €
[x1,x2] avec 1 < w2 (le tracage d’un segment vertical est trivial et le cas z7 > x5 se traite
en échangeant les valeurs de x; et x3). Tracer un segment revient a déterminer par quels pixels
celui-ci passe: c’estla rasterization.

4.1.1 Algorithme naif
La méthode naive consiste a calculer pour chaque pixel d’abscisse x son ordonnée a partir de

I’équation :

pour x=x1 a x2 faire
afficher(x, arrondir (m*x+p))
fin pour

Cette méthode nécessite cependant de nombreux calculs en nombres flottants (m étant un réel).
On peut facilement éviter la multiplication grace a 1’algorithme qui suit.

4.1.2 Algorithme incrémental initial

Soient (), y}) et (x4, y5) deux points du segment, posons

/

Ar=axy—ay,  Ay=yp—y.
On a alors
Ay = mAx.
Ainsi, si 0 < m < 1, on peut tracer le segment en fixant Az = 1 et alors Ay = m.

L’algorithme devient donc :

y=m#*x1+b

x=x1

tant que x<x2 faire
afficher (x,arrondir (y))



42 CHAPITRE 4. ALGORITHMES DE TRACAGE

x=x+1

y=y+m
fin tant que

On généralise facilement cet algorithme a toute valeur de m.

On a ainsi minimisé le nombre d’opérations a effectuer. La valeur de y doit cependant toujours
étre arrondie.
4.1.3 Algorithme de Bresenham

La dernieére amélioration que nous présentons permet de ne réaliser que des opérations sur les
entiers.

Considérons le cas précédent : 0 < m < 1 (appelé cas du premier octant, cf. Fig. 4.1).

=

7

Casouzy < o

FIG. 4.1 — Découpage du plan en octant

Losqu’on incrémente la valeur de z, il faut alors décider s’il faut allumer le pixel (z+1,y+1)
ou le pixel (z + 1,y).

Le principe de I’algorithme de Bresenham est de considérer le segment comme une suite de
carrés de cOtés 1 dont le coin inférieur gauche est d’abscisse entiere et sur le segment. On allume
alors le pixel qui est le plus couvert par ce carré (Fig. 4.2).

Soit (x;, y;) le pixel allumé a I’étape 7. Il faut alors calculer (x;41,9;+1). Ona z;11 = z; + 1.
La droite “réelle” passe donc par le point y = m(z; + 1) + b. Calculons les valeurs dy, do définies
comme suit (Fig. 4.3):

d =  y-y = m(z; +1) +b—yi,

dy = (i+1l)—y = yitl-—mx;+1)—b
Ainsi, d; correspond a I’aire commune au carré de coté 1 et au pixel (x;41,y;+1) et d2 correspond
a I’aire commune au carré de coté 1 et au pixel (x;11,v;).

L’algorithme de Bresenham décide alors du pixel a allumer selon le signe de di — ds :
— Sidy — dg < 0 alors on affiche le pixel (x; + 1,y;),
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FIG. 4.2 — Rasterization par ’algorithme de Bresenham
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pixel (4, ;)

FIG. 4.3 — Droite se situant dans le premier octant

— Sinon on affiche le pixel (x; + 1,y; + 1).
Montrons que cette algorithme peut-&tre écrit en n’utilisant que des operations sur les entiers.
On a
(i —d2) = mlzi+1)+b—y—(yi+1—m(z;+1)—0b)

= 2m(x; +1)+2b—2y; — 1

Oronam = ¥2=% — 2 oy
A

(di —dg) = 2A—gy:(~’0i +1)+20—2y; -1

Posons
pr = 2Ayx;, — 2Azy, + cou ¢ = 2Axb — Ax + 2Ay.
On a alors
Pit1 — pi = 28y(vip1 — x3) — 280(yir1 — yi)

Comme z;11 = x; + 1,0na

Pit1 = Pi + 28y — 2A2(yiy1 — ¥i)
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et
p1 = 2A0yx — 2Axy; + 2Axb — Ax + 2Ay
A
= 2Ayz; — 2Azy; + 2A2(y; — A—ixl) — Az +2Ay
= 2Ay — Az
Enfin, on a
p; = 2Ayx; — 2Axy; + 2Axb — Az + 2Ay
et A
(di — ds) = 2A—z(<p,~ +1)+2b— 2y — 1
d’ou

Pi = A$(d1 - dg)

On a pris x1 > xo, donc Az > 0. Ainsi p; et d; — do sont de méme signe.

L’algorithme de Bresenham s’écrit donc :

Delta x=x2-x1
Delta_y=y2-yl
pi=2+Delta_y-Delta_x
xi=x1
yi=yl
tant que xi<x2 faire
afficher (xi,vyi)
xi=xi+1
si pi>=0 alors yi=yi+l
si pi<0 alors
pi=pit+2«Delta_y
sinon
pi=pi+2x (Delta_y-Delta_x)
fin si
fin tant que

Cet algorithme se généralise facilement aux huit octants.

4.1.4 Autres critéres

Il existe d’autres algorithmes de tracé de segment utilisant d’autres critéres. En particulier,
OpenGL recommande d’utiliser le critere du «diamond-exit» (cf. Fig. 4.4). Un pixel (z,y) sera
alors allumé si le segment traverse le losange R, ,) contenu dans le pixel :

x’x1+' 1<1
2l T TV T3 S

On montre que lorsque les extrémités du segment reposent au centre de deux pixels alors ce
critere amene a dessiner les mémes pixels que 1’algorithme de Bresenham.

R(x,y) = {(.ﬂ?l,y,)
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(z,y)

Rzy)

FI1G. 4.4 — Le critere du «diamond-exit».

4.2 Aliasing

4.2.1 Le probleme de I’aliasing

Le probléme de 1’aliasing est a I’origine un probléme d’échantillonnage de signal. Afin d’ob-
tenir un échantillon fidéle, on doit respecter le théoréme de Shannon :

Théoreme 4.2.1 (Shannon) La fréquence d’échantillonnage doit étre égale ou supérieure au
double de la fréquence de la plus haute composante spectrale du signal.

En effet, si on ne respecte pas ce théoréme on ne pourra pas alors reconstituer de fagon satisfai-
sante le signal d’origine a partir de son échantillon (Fig. 4.5). Un signal de méme échantillonnage
que le signal d’origine est appelé un alias.

/) A N
N\ Y

S o

d

FIG. 4.5 — Deux signaux de méme échantillonnage

La rasterization revenant a échantillonner, on doit se conformer au théoréme de Shannon. Il
existe deux moyens pour combattre le probleme de 1’aliasing :

— Augmenter la fréquence d’échantillonage (ce qui revient a augmenter la résolution de 1’écran).
— Moyenner sur I'intervalle d’échantillonage.

La premiere méthode étant souvent inemployable, nous présentons dans la section suivante
une amélioration de I’algorithme de Bresenham reposant sur le moyennage.

4.2.2 Algorithme de Bresenham avec anti-aliasing

Au lieu de dessiner un seul pixel a chaque abscisse, on va dessiner deux pixels en affectant
une luminosité tenant compte de I’erreur induite par la rasterization (Fig. 4.6).
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pixel «idéal» —

eg =0 etr=ey+m es=e€e1+m

FIG. 4.6 — Algorithme de Bresenham avec anti-aliasing

Voici I’algorithme de Bresenham avec anti-aliasing :

y=y1l
e=0
pour x=x1 a x2 faire
e=e+m
si e>=1 alors
e=e-1
y=y+1
fin si
afficher (x,v+1l,e) // e représente ici la luminosité
afficher (x,vy,1-e)
fin pour

La ligne tracée aura alors des contours plus «doux». On peut vérifier que cet algorithme n’af-
fiche pas nécessairement les pixels allumés par 1’algorithme de Bresenham (sans anti-aliasing).
Nous laissons au lecteur le soin d’écrire une version qui allumerait ces pixels.

4.3 Tracé d’un cercle

Il existe bien stir des algorithmes qui permettent de tracer des primitives autres que des seg-
ments.

Nous proposons, en guise d’exemple, un algorithme permettant de tracer un cercle (algorithme
de Michener ou algorithme de Bresenham pour le cercle).

Nous nous concentrerons sur le tracé de 1’octant Nord-Nord-Est d’un cercle de rayon R, centré
en O. Nous tragons en partant du point (0, R). Ainsi lorsqu’un point est tracé, il faut décider si on
doit allumer le point «Est» ou «Sud-Est» (Fig. 4.7).
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Est

@i ys) T | sud-Est

FI1G. 4.7 — Tracage d’un cercle

Le point (z;,y;) étant tracé, pour décider si on doit allumer le pixel (i + 1,y;) ou le pixel
(14 1,y; — 1) on va comparer le rayon du cercle centré en O et passant par le point (7 + 1, y; — %)
a R. Si ce rayon est plus grand que R, on affiche le point (i + 1, y; — 1) et sinon on affiche le point

Le rayon du cercle passant par (i + 1,y; — 3) est

. 1\?
RHL%—% = \/(Z +1)2 + (yz - 5) .

— R, ce qui revient a regarder le signe de E; 1 =

On doit donc regarder le signe de R, -t
11T g

? gl R? (on suppose que les rayons sont plus grands que 1). Si c’est négatif, on allume le
Wi T3

point (i + 1, y;) et sinon on allume le point (i + 1,y; — 1).
Ce qui donne pour un rayon entier :
— En (0, R), on a allume le pixel (0, R).
— Pour le point d’abscisse 1,ona Ey =1+ (R — %)2 — R?=
— Pour le point d’abscisse ¢ + 1,

- R.

Aot

— Si on a allumé le pixel «Est» a 1’étape 4, alors y; = y;_1, et donc

2

1 2
2 +1+ <z’2+ (y¢_1—§) —R2>

= 21+ 1+ E;

. 1)?
Ei 1 = (Z+1)2+<yi__> — R?

— Sinon, onay; = y;—1 — 1, et donc

. 1\?
Ei+1 = (Z+1)2+<y@—§> —R2

3 2
= i2+2i+1+<yi—l_§> — R?
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. . 9
= 12+22+1+yi2_1+1—3yi_1—R2

8 1\°
= 2i+1+1_2yi—1+<i2+<yi—1_§) —R2>

= 21— 2y +3+E;

On peut, bien sir, généraliser cette algorithme a tout rayon et a tous les octants. De plus, il est
possible d’écrire une version de cet algorithme n’utilisant que des opérations sur les entiers.

4.4 Remplissage de rectangles

Nous présentons dans cette section un bref descriptif des techniques mises en ceuvre pour
tracer des surfaces pleines.

4.4.1 Rectangles pleins

Tracer un rectangle plein revient a tracer une succession des segments horizontaux.

Afin d’éviter les probléemes de recouvrements en cas de juxtaposition (fig 4.8), on ne trace pas
une frontiere si le demi-plan inférieur (resp. gauche) contient le rectangle (fig 4.9).

4.4.2 Polygones pleins

L’ algorithme de remplissage d’un polygone peut s’écrire ainsi (fig. 4.10) :

— Recherche des points d’intersection d’une ligne horizontale avec des contours (en nombre
pair)

— Remplissage de la ligne par régle de parité

On prend les points intérieurs au polygdne afin d’éviter les chevauchements.

On remplit en utilisant des listes chainées des arétes classées par ordonnées minimales dé-
croissantes et une liste chainée unique des arétes actives.

Si la frontieére n’est pas horizontale, on conserve le sommet inférieur (fig.4.11).

Le calcul des intersections avec les frontieres se fait sur des nombres entiers. En effet, considé-
rons une aréte d’extrémités ($bas, ybas)’ ($haut, yhaut) avee Ypas < Yhaut (ON NE tient pas compte
des arétes horizontales).

Lors du tracage par « scan-line », on fait varier les ordonnées de un en un, on a donc :

{’xz‘+1 = :EmL%
Yir1 = yit+1

1 _ Lhaut — Thas

ou m est la pente, et donc

m Yhaut — Ybas

A chaque étape nous devrons allumer le pixel (|z; ], y;).
Posons ,

Vk, xp=|zr|+ —
Yhaut — Ybvas
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Onazxii1 =x; + % et donc

(Ynaut — Ybas) | Tit1] + Tit1 = Yhaut — Ybas) i) + i + (Thaut — Toas)

L’ algorithme de calcul des intersection peut donc &tre écrit en utilisant une variable x pour
mémoriser | x; | et une variable R pour mémoriser 7;. Alors, pour passer de I’étape 7 a I’étape i+ 1,
on a

- Sir;+ (xhaut - xbas) Z Yhaut — Ybas alors

|ziv1] = [@i] + V" + (Thaut — fEbas)J

Yhaut — Ybas
et
Ti41 = Ti + (Thaut — Toas) — (Yhaut — Yoas) Vi + (Thaw xbas)J
Yhaut — Ybas
— Sinon
|Zit1] = | 2]
et

Tis1 = 7 + (Thaut — Toas)

Ainsi les seules opérations qui interviennent sont des opérations sur des entiers.
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FIG. 4.8 — Juxtaposition de rectangles pleins

f d e e g i el s e g s e g
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s
e ne ne g vl el s e e
le ng o o e s nd e s

s e o sl e s

RN aN

le ng o o e s nd e s
e ne ne oo vl el s e
le ng o o e s nd e s
e ne ne oo vl el s e
le ng o o e s nd e s

FIG. 4.9 — Remplissage de rectangles pleins
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Point double

FIG. 4.10 — Remplissage de polygones

FI1G. 4.11 — Sommets conservés pour les arétes



